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The option pricing problem is one of the important research topics in the field of 
financial economics. The Black-Scholes model has provided the way for people to 
study this issue. Over the years, many economic scholars and researchers has worked 
deeply on this problem, but most of them focus on the option with single asset. 
Therefore, this article will consider the pricing of multi-asset option under different 
conditions. There are two major research objectives in the text: First, the pricing of 
multi-asset exotic options; second, the credit risk pricing of multi-asset options. The 
major work in the text as follows : the research objectives involve two kinds of 
multi-asset cases, including that of many different assets and of different point-in-time 
asset price，with which the method of product and discrete geometric average are used 
to deal; We can obtain the pricing formulas of Multi-asset external obstacles call 
option and floating strike lookback call option, also that of multi-asset Russian option 
in the first kind of asset situation; meanwhile, the credit risk pricing of multi-asset 
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第一节 Black-Scholes 公式的发展简介 
 










阐述了跳跃过程问题； Macbeth和Merville检验了B-S模型；Leland,  Dokuchaev,  
Lionel Martellini考虑了交易成本问题； P.P.Boyle对多变量或有衍生物进行
了求解研究； Vasieek, Cox, Ingersoll和Ross, Ho fllLee研究了短期利率模
型； Scott, Steeley, Finucane和Tomasi Nandi, Zvan和Forsyth, Danielsson, 
Duan研究了随机波动率问题；Chang研究了随机利率问题；Ball和Torous,Black




进行了研究；P.P. Boyle对服从CEV的回望期权和障碍期权进行了研究；J. Hull, 
A. White对股票期权的定价问题有大量阐述，特别是对利率期权进行了系统研























第二节  期权定价的主要方法 
 
20 世纪 70 年代初，Black 和 Scholes 通过构造无风险对冲组合推导出描述
期权价格变化的偏微分方程，并由此得到 Black-Scholes 期权定价公式。几年后，











（7） 在期权有效期内，无风险利率 r 是常数； 
由市场假设（1），标的资产 tS 遵循几何布朗运动： ( )t t tdS S dt dZμ σ= +  
其中，μ、σ 分别是资产的漂移率和波动率， tZ 是带自然σ -代数流的概率空间
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构造一个组合π ：包含一单位欧式买入期权的空头和Δ单位标的资产的多头，即：



















t t t t
t t
C C Cd dC dS S dt dS
t S S
σπ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂









，则组合π 成为无风险组合，故而获得无风险回报： d r dtπ π=  







C C CS rS rC
t S S
σ∂ ∂ ∂
+ + − =
∂ ∂ ∂
，                              （1．1．2） 
将衍生品的到期收益作为此偏微分方程的边界条件，则方程（1．1．2）的解为 [4]： 
( )
1 1( ) ( )
r T t
t tC S N d Ke N d T tσ




ln( ) ( )( )
2








， ( )N i 为标准正态分布的累积分布函数 
二、鞅定价方法 
假设 ( ) 0t tB ≥ 为货币市场账户的价格过程，满足： 




T tB B e B






μγ γ ξ γ
σ
−
= − ⋅ − = = ， 
其中： γ 表示资产风险的市场价格 γ 的模，则 [ ] 1, [ ]P T P T t tE Eξ ξ ξ= ℘ = ，
[ ], [ ]P P tE E ℘i i 分别是Ｐ－测度下的期望和条件期望。 
由Ｇirsanov 定理得到鞅测度下的 tS ，它满足： 
( )tt tdS S dt dWμ σ= + ，                                           （1．1．4） 
其中： t tW W tγ= + 是某概率空间 ( , , )QΩ℘ 上的标准布朗运动， ( )0( , , , )t t T Q≤ ≤Ω℘ ℘
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则（1．1．4）的 Doleans-Dade 解为 [5]：
2
exp ( )( ) ( )
2
T tT tS S r T t W W
σ σ
⎧ ⎫
= − − + −⎨ ⎬
⎩ ⎭
， 
且 [ ]rT rtQ T t tE e S e S
− −℘ = ， [ ]Q tE ℘i 为风险中性测度Ｑ下的条件期望。 
根据风险中性定价原理，Ｔ时到期，执行价格为Ｋ的欧式买入期权在ｔ时刻的价
格 tC 为： 
1[ max( ,0) ]t t Q T T tC B E B S K
−= − ℘ ( ) [max( ,0) ]r T t Q T te E S K
− −= − ℘  
求解上式中的期望，可得： 
( )
1 1( ) ( )
r T t
t tC S N d Ke N d T tσ
− −= − − − ，这与（1．1．3）相同。 
三、偏微分方程方法与鞅定价方法的等价性 
下面以欧式买入期权为例，证明以上两种定价方法的等价性： 
设 ( , )t tC C S t= ，则 ( )( )rt rt rtt t td e C e dC C d e− − −= + ， 




rT rt t t t t
t t t t t t
t t t
C C C Cd e C e S S rC dt S dW
t S S S
σ μ σ− −
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + + − +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
 
运用测度变换，取 ,t t
rdW dW dt μγ γ
σ
−




rT rt t t t t
t t t t t t
t t t
C C C Cd e C e S rS rC dt S dW
t S S S
σ σ− −
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + + − +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
 








C C CS rS rC
t S S
σ∂ ∂ ∂
+ + − =
∂ ∂ ∂
，这就是 Black-Scholes 偏微分方程（1．1．2） 
故， ( ) [ ]r T tt Q T tC e E C
− −= ℘ 成立的充要条件是 Black-Scholes 偏微分方程成立。 
 
 


























假设： 1S 、 2S 所对应的漂移率和波动率分别为: 1μ  、 2μ 和 1σ 、 2σ ， 
12ρ 是它们对应的标准 wiener 过程的相关系数。 
1．采用乘积方式的处理方法 
考虑通过乘积的方式将期权所含的两个资产转化成一个资产，即令
1 2H S S= ，则H 就是期权的标的资产，并且它的价格扩散过程是对数正态的，即： 
                   H H H
dH dt dZ
H
μ σ= + ，                         （1.2.1） 
此时，H 的漂移率常数是 [3] ： 1 2 12 1 2Hμ μ μ ρ σ σ= + + ；  
   H 的波动率常数是 [3] ： 2 2 21 2 12 1 22Hσ σ σ ρ σ σ= + + ；  






= ，这时， Hμ 和 Hσ 也要作相应的变化，
















S dS dt dZ
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1 2 12 1 2Hμ μ μ ρ σ σ= − − 和
2 2 2
1 2 12 1 22Hσ σ σ ρ σ σ= + −             （1.2.2） 
二、第二种多资产情形的处理方法 




σ= + ，其中， r 是无风险利率常数，σ 是随机过程 S 的波动率常数。
























− Δ Δ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠




μ σ= + ，其中， Gμ 是期权标的资产的漂移率， Gσ 是期权标的资产的
波动率， GdZ 是标准 wiener 过程。 
下面计算这种定义下的 Gμ 和 Gσ  
[3] ： 
Gμ 和 Gσ 的定义依赖于当前时刻 t 是否落在平均时段 [ ]0 ,T T 中，因此，讨论
时分以下两种情况： 
（A）若当前时刻 t落在平均时段之前，即 0t T< 的情况： 




{ ... }n n
n
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t t t t n
t t t t t
S S S SG
S S S S S
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n n T T
n
σσ σ − −= − ⋅ − ，         （1.2.3） 
（B）若当前时刻 t落在平均时段之中，即 0T t T≥ ≥ 的情况： 
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1 2 1
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其中， ( )
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， ( )N i 为标准正态分布的累积分布函数， 
 tS 是单资产的当前价格，σ 是资产的波动率， 
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， 2 2 21 2 12 1 22Hσ σ σ ρ σ σ= + + ， 
1S 、 2S 是期权的两个不同的资产， 1σ 、 2σ 分别是 1S 、 2S 所对应的波动率，
12ρ 是它们对应的标准 wiener 过程的相关系数， r 是无风险利率， 
K 是期权的执行价 ， ( )N i 为标准正态分布的累积分布函数。 
如果期权的多个资产是通过商的方式进行处理的，将以上定价公式中的 Hσ






假设：S 表示一单位外币对应的国内货币的即期价格， ( )B τ 表示国内债券价
格， ( )fB τ 表示国外债券价格，这三者都服从对数正态扩散过程，所对应的波动
率分别是： Sσ 、 Bσ 、 fBσ ，他们的面值依照各自的货币都是一单位，其到期时
间长度均为τ 且其到期日和外币期权的到期日相一致，可以通过随机的债券价格
来表达国内和国外利率的随机性 [3] 。经此分析，外币期权的价格依赖于三个随机











= ，                               （2.1.3） 
为了推导出它的定价公式，必须知道资产变形后的波动率。而计算这一波动
率，可以从第一章第二节所提出的多资产处理方法的角度来理解这一变形：先把
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